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Sličnost trouglova i Talesova teorema

Definicija sličnosti trouglova
Dva trougla �ABC i �A′B′C ′ su slična ako su im sva tri ugla redom podudarna i ako su im

odgovarajuće stranice proporcionalne tj.
a

a′
=

b

b′
=

c

c′
. ♦

Stav 1 (slič. UUU)
Ako u dva trougla �ABC i �A′B′C ′ imamo sva tri ugla redom podudarna tada su ta dva

trougla slična. ♦

Stav 2 (slič. SSS)
Ako u trouglovima �ABC i �A′B′C ′ imamo tri stranice redom proporcionalne tada su ta dva

trougla slična. ♦

Stav 3 (slič. SUS)
Ako dva trougla imaju dvije stranice proporcionalne i podudaran ugao izmed̄u njih tada su ta

dva trougla slična. ♦

Stav 4 (slič. SSU)
Ako dva trougla imaju dvije stranice proporcionalne i podudaran ugao nasprem veće stranice

tada su ta dva trougla slična. ♦

1. U trouglu �ABC date su tačke B′ ∈ AB i C ′ ∈ AC takve da je p(B′, C ′)||p(A,B). Dokazati
da su stranice AB i AC proporcionalne sa AB′ i AC ′ redom.

2. U trouglu �ABC date su dvije tačke E ∈ AB i F ∈ AC takve da je
AB

AE
=

AC

AF
. Dokazati

da je tada p(E,F )||p(B,C).

Talesova teorema
Neka se prave p i q sijeku u tački S i neka su a i a′ dvije prave koje ne sadrže tačku S i sijeku,

redom, prave p i q u tačkama P , Q i P ′ i Q′. Ako su a i a′ dvije med̄usobno paralelne prave tada

vrijedi
SP

SP ′ =
SQ

SQ′ =
PQ

P ′Q′ . ♦

Posljedice Talesova teorema

SP ′

SQ′ =
SP

SQ
,

SP

P ′P
=

SQ

Q′Q
,

SP ′

P ′P
=

SQ′

Q′Q
,

SP

PQ
=

SP ′

P ′Q′

Obrat Talesove teoreme

SP

SP ′ =
SQ

SQ′ =
PQ

P ′Q′ ⇒ a‖a′.
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3. Neka je I centar upisanog kruga �ABC (AB < BC), tačka S centar opisanog kruga k oko
trougla �ABC, M sredina stranice AC i neka je tačka P na luku AC (kojem ne pripada tačka
B) kruga k takva da je �PAI jkk, da važi poredak P − M − S i da je PM ⊥ AC. Ako je
tačka N presječna tačka poluprave pp[P, S) i kruga k dokazati da je �AMP ∼ �NAP i da je
�PIN ∼ �PMI.

4. Dat je trougao �ABC u kome su poznate dvije visine AA′ = ha, CC ′ = hc i težǐsnica
CC1 = tc. Ako je data tačka D na duži BA′ takva da C1D⊥BC dokazati da je C1D = 1

2
ha.

Tvrdnju dokazati bez primjene teoreme o srednjoj liniji trougla.

5. Neka je �ABCD paralelogram. Na polupravoj DB uzeta je tačka E tako da je poluprava
AB simetrala ugla �CAE. Neka je F tačka presjeka pravih CE i AB. Dokazati da je EC

EF
= AB

BF
.

6. U pravoulom trouglu �ABC, duž AD je visina na hipotenuzu AB. Ako uvedemo oznake da
je AD = p, BD = q dokazati da je CD =

√
pq.

7. U pravouglom trouglu �ABC, a i b su kraci a c je hipotenuza (BC = a, AC = b, AB = c).
Dokazati da je a2 + b2 = c2.

8. Neka su AC i BD dvije duži koje se sijeku u tački S. Dokazati da je četverougao ABCD
tetivni akko je SA · SC = SB · SD.
Posljedica zadatka: Potreban i dovoljan uslov da četverougao bude tetivni je SA·SC = SB ·SD.

9. Neka je S tačka izvan kruga, prava p(S, T ) tangenta na krug u tački T i neka prava SCD
siječe krug u tačkama C i D. Dokazati da je ST 2 = SC · SD.
Napomena: Proizvod SC ·SD, gdje je tačka S unutar ili izvan kružnice i prava SCD siječe krug
u tačkama C i D, zovemo stepen ili potencija tačke S u odnosu na datu kružnicu.

10. U četverouglu �ABCD dijagonale se sijeku u tački S. Ako je SA · SC = SB · SD,
�ABD = 60◦ i �DAC = 50◦ odrediti ugao �ADC.

11. Neka je S centar kružnice opisane oko trougla ABC, M tačka takva da je M −A−B. Ako
je MA ·MB = MC2, odrediti �SCM .

12. Dokazati da težǐsnica trougla dijeli težǐsnice u omjeru 2:1.

13. Dokazati da simetrala unutrašnjeg ugla u trouglu dijeli naspremnu stranicu trougla u omjeru
druge dvije stranice.

14. Neka je C proizvoljna tačka kružnice k, a B tačka na prečniku AA1 kružnice takva da je
AC = BA1. Dokazati da se u trouglu �ABC simetrala ugla kod A, visina iz B i težǐsna linija iz
C sijeku u istoj tački.

15. Dokazati da je ugao izmed̄u tangente i tetive jednak periferiskom uglu nad tom tetivom.

16. Dokazati da je rastojanje proizvoljne tačke kružnice od njene tetive jednako geometriskoj
sredini rastojanja od te tačke do tangenti u krajnjim tačkama iste tetive.

17. U pravougaoniku �ABCD tačka M je sredina stranice AD, a N je sredina strane BC.
Neka je {Q} = p(P,M)∩ p(A,C). Dokazati da je �QNM = �MNP , gdje je P proizvoljna tačka
na pravoj p(C,D) takva da je C −D − P .

18. U trougao �ABC upisan je paralelogram �ADEF tako da tjemena D, E i F leže redom
na stranicama AB, BC i CA. Kroz sredǐste A1 stranice BC konstruisana je prava AA1 koja siječe
pravu EF u tački G. Dokazati da je četverougao �BGFD paralelogram.
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Konstrukcija duži. Homotetija. Trigonometrija. Razni

zadaci.

Konstrukcija duži

1. U trouglu �ABC date su tačke B′ ∈ AB i C ′ ∈ AC takve da je p(B′, C ′)||p(A,B). Dokazati
da su stranice AB i AC proporcionalne sa AB′ i AC ′ redom. Dokazati i obrnuto, ako su date

dvije tačke E ∈ AB i F ∈ AC takve da je
AB

AE
=

AC

AF
tada je p(E,F )||p(B,C).

2. Neka se prave p i q sijeku u tački S i neka su a i a′ dvije prave koje ne sadrže tačku S i
sijeku, redom prave p i q u tačkama P , Q i P ′, Q′. Ako su a i a′ dvije med̄usobno paralelne prave

dokazati da je
SP

SQ
=

SP ′

SQ′ ,
SP ′

PP ′ =
SQ′

QQ′ ,
SP

PP ′ =
SQ

QQ′ i
SP ′

P ′Q′ =
SP

PQ
.

3. Dat je konveksan četverougao �ABCD. Neka je {S} = p(A,D)∩p(B,C). Ako je SA : SD =
SB : SC i �BAD = 80◦ izračunati �ADC.

4. Dat je trapez �ABCD kod koga se osnovice AB i CD odnose kao 2:1. Neka je {S} =
p(A,D) ∩ p(B,C). Ako je SD = 3 cm izračunati AD.

5. Date su duži a i b. Konstruisati duž x = a · b.
6. Data je duž a. Konstruisati duž x = a2.

7. Date su duži a i b. Konstruisati duž x = a2 + b2.

8. Date su duži a i b. konstruisati duž x ako se zna da je x : (b− a) = (2b− a) : (b+ a).

9. Datu duž a podjeliti u omjeru 2:3.

10. Datu duž b podjeliti u omjeru 1:3.

11. Dati su trouglovi �ABC i �A′B′C ′ čije su odgovarajuće stranice proporcionalne u omjeru
2:1. Ako je �ABC = 80◦ izračunati uglove �A′B′C ′ i �B′A′C ′.

12. Na stranicama AB i AC trougla �ABC uzete su tačke D i E takve da je AD : DB = AE :
EC = 2 : 3. Ako je P�ADE = 2 cm2 odrediti P�ABC .

13. Na stranicama AB i AC trougla �ABC uzete su tačke D i E takve da je AD : DB = AE :
EC = 4 : 3. Ako je O�ADE = 8 cm odrediti O�ABC

Homotetija

14. Data je tačka A i duž MN . Duž MN preslikati homotetično s centrom u tački A i koefici-
jentom

a) k=2

b) k=−2

3

15. Dat je trougao �ABC i tačka O u unutrašnjosti trougla. Trougao preslikati homotetično
sa centrom u tački O i koeficijentom

a) k=
2

5
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b) k=
1

3
Ako je P�ABC = 56 cm2 i O�ABC = 30 cm izračunati P i O novodobijenog trougla.

16. Data je kružnica k i tačka A. Preslikati datu kružnicu homotetično sa centrom u A i
koeficijentom

(a) k=−1

2

(b) k=
2

3
Odrediti omjer površina i obima kružnica.

17. U pravouglom trouglu �ABC, a i b su kraci a c je hipotenuza (BC = a, AC = b, AB = c).
Dokazati da je a2 + b2 = c2.

18. U pravoulom trouglu �ABC, duž AD je visina na hipotenuzu AB. Ako uvedemo oznake
da je AD = p, BD = q dokazati da je CD =

√
pq.

19. Konstruisati duž
√
3.

20. Data je duž a. Konstruisati duž
√
a.

21. Konstruisati duž x =

√
ab

a
, ako su a i b date duži.

Trigonometrija

22. (Kosinusna teorema) Dat je raznostraničan trougao �ABC sa stranicama a, b, c i uglom
α = �BAC. Dokazati da je a2 = b2 + c2 − 2bc cosα.

23. (Sinusna teorema) Dat je raznostraňični trougao �ABC sa stranicama a, b, c i uglovima

α = �CAB, β = �ABC, γ = �BCA. Dokazati da je
sin α

a
=

sin β

b
=

sin γ

c
.

24. Dat je raznostraničan trougao �ABC sa stranicama a, b, c i uglovima α = �CAB, β =
�ABC, γ = �BCA. Dokazati da je a = 2Rsinα, b = 2Rsinβ i c = 2Rsinγ.

25. Neka je �ABC oštrougli trougao sa centrom opisane kružnice u tački S. Tačka P ∈ BC
je ortogonalna projekcija tačke A. Pretpostavimo da je �BCA ≥ �ABC + 30◦. Dokazati da je
�CAB + �CSP < 90◦.

26. Neka je AD visina trougla �ABC i R poluprečnik opisane kružnice tog trougla. Neka su
tačke E i F podnožja normala iz tačke D na stranice AB i AC. Ako je AD = R

√
2, dokazati da

prava EF prolazi kroz centar opisane kružnice.

Razni zadaci

27. (Menelaus-ova teorema) Neka je dat trougao �ABC i neka prava p siječe stranice
trougla AB, BC i AC (po potrebi produžiti stranice) redom u tačkama D, E i F . Tada je
AD

BD
· BF

CF
· CE

AE
= 1. Dokazati.

28. Neka je AA1 simetrala ugla kod A trougla �ABC, a I centar upisane kružnice. Dokazati
da je AI : IA1 = (AB + AC) : BC.

29. A1, B1, C1 i D1 su tačke koje su redom sredine stranica BC, CD, AD i AB kvadrata
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�ABCD. Dokazati da se duži AA1, BB1, CC1 iDD1 sijeku tako da obrazuju kvadrat sa stranicom

jednakom
2

5
dužine svake od tih duži.

30. U oštrouglom trouglu �ABC je CH : HC1 = 3 : 1, gdje je H ortocentar a C1 podnožje
visine iz vrha C. Neka je K sredina visine CC1. Kokazati da je �AKB = 90◦.

31. Date su kružnice k1 i k2 koje se sijeku u tačkama M i N i imaju zajedničku tangentu p(A,B)
(A ∈ k1, B ∈ k2). M je tačka na pravoj p(C,D) (C ∈ k1, D ∈ k2) takva da je C − M − D i
p(C,D)||p(A,B). Tetive NA i CM se sijeku u tački P , tetive NB i MD se sijeku u tački Q, a
prave p(A,C) i p(B,D) se sijeku u tački E. Dokazati da je PE ∼= QE.

32. U trouglu �ABC, AP polovi ugao �BAC, sa P na BC, i duž BQ polovi �ABC sa Q na
CA. Zna se da je �BAC = 60◦ i da je AB +BP ∼= AQ+QB. Koje su moguće veličine za uglove
u trouglu �ABC.

33. (zadatak 25, drugi put) Neka je �ABC oštrougli trougao sa centrom opisane kružnice
u tački S. Tačka P ∈ BC je ortogonalna projekcija tačke A. Pretpostavimo da je �BCA ≥
�ABC + 30◦. Dokazati da je �CAB + �CSP < 90◦.

34. (Menelaus-ova teorema, drugi put) Neka su A1, B1 i C1 tačke na stranicama BC,
CA i AB trougla �ABC ili na njihovim produžecima tako da dvije tačke pripadaju stranici
a jedna na produžetku. Dokazati da su tačke A1, B1 i C1 kolinearne ako i samo ako vrijedi
AC1

BC1

· BA1

CA1

· CB1

AB1

= 1.

35. Kroz tjemena A i B jednakostraničnog trougla �ABC konstruisane su normale n1 i n2 na
AB u istoj poluravni u kojoj je tačka C. Kroz tjeme C konstruisana je prava koja siječe n1 u M
i n2 u N . Simetrala duži MN siječe pravu AB u tački S.

(a) Dokazati da je �MSN jednakostraničan.
(b) Površinu trougla �MSN izraziti kao funkciju dužine stranice �ABC i ugla �ACS.

36. U kružnicu je upisan trougao �ABC. Tačke M , N i P su sredǐsta lukova BC, CA i AB.
Tačka M se nalazi sa one strane prave BC sa koje nije tačka A, tačka N se nalazi sa one strane
prave AC sa koje nije tačka B i tačka P se nalazi sa one strane prave AB sa koje nije tačka C.
Tetiva MN siječe stranicu BC i tački K, a NP siječe stranicu AB u tački L. Dokazati da je
KL||AC.

37. (Teorema Čevija) Neka tačke A1, B1 i C1 pripadaju stranicama BC, AC i AB trougla
�ABC redom. Dokazati da se duži AA1, BB1 i CC1 sijeku u istoj tački ako i samo ako vrijedi
AC1

BC1

· BA1

CA1

· CB1

AB1

= 1.

38. Dokazati da se
(a) težǐsnice
(b) visine
(c) simetrale uglova

trougla sijeku u istoj tački.

39. Neka su p(A,A1), p(B,B1) i p(C,C1) tri prave trougla �ABC koje se sijeku u R. Dokazati

da vrijedi
RA1

AA1

+
RB1

BB1

+
RC1

CC1

= 1.

40. Dokazati da je rastojanje vrha trougla od ortocentra dva puta veće od rastojanja centra
opisane kružnice od stranice trougla naspram tog vrha.

41. (Ojlerova prava) Dokazati da su ortocentar, težǐste i centar opisane kružnice trougla
kolinearne tačke pri čemu težǐste T dijeli duž HS u omjeru 2:1.

Napomena: Prava kroz H, T i S se zove Ojlerova prava.
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42. Dokazati da sredine stranica, podnožja visina i sredine duži koje spajaju ortocentar sa
tjemenima trougla pripadaju jednoj kružnici.

Napomena: Kružnica koja prolazi kroz navedenih devet tačaka zove se Ojlerova kružnica ili
Kružnicadevet tačaka.

43. Dokazati da kružnica 9 tačaka ima centar na sredini duži SH (S centar opisane kružnice,

H ortocentar trougla) a poluprečnik je dužine
1

2
R (R poluprečnik opisane kružnice).

Zadaci za vježbu

44. U trouglu �ABC duž DE||AC, T ∈ DE (T je težǐste trougla), E ∈ AB i D ∈ BC. Ako je
P�ABC = 1 cm2 izračunati P�BDE.

45. Visina i težǐsna linija povučene iz istog tjemena trougla dijele ugao trougla pri tom tjemenu
na četiri podudarna ugla. Odrediti uglove trougla.

46. Simetrale uglova A, B i C trougla ABC sijeku se u tački S i sijeku opisanu kružnicu oko
trougla redom u tačkama A1, B1 i C1. Dokazati da je:
(a) AB1 = B1C = B1S;
(b) prava B1C1 je simetrala duži AS.

47. Duž koja spaja sredine lukova AB i AC kružnice opisane oko trougla ABC siječe stranice
AB i AC u tačkama K i L, redom. Dokazati da su tačke A, K, L i centar upisane kružnice u
trougao ABC - tjemena jednog romba.

48. Tačka M je sredina jednog od lukova AC kružnice opisane oko trougla ABC, a D je druga
tačka presjeka prave BC i kružnice sa centrom u tački M i poluprečnikom MA. Dokazati da je
CD = BC − AB.

49. U kružnicu je upisan konveksni petougao čiji su svi uglovi med̄usobno podudarni. Dokazati
da su i sve stranice tog petougla podudarne.

50. Pravilan desetougao ABCDEFGHIJ upisan je u kružnicu poluprečnika r. Dokazati da je
AD − AB = r.

51. U trougao ABC (AB �= BC) upisan je kvadrat, tako da mu dva tjemena pripadaju stranici
AB. Dokazati da je trougao ABC pravougli, sa pravim uglom kod C, ako i samo ako simetrala
ugla kod tjemena C prolazi kroz centar kvadrata.

52. Dokazati da su u pravouglom trouglu ABC rastojanja tjemena oštrog ugla A od centra dvije
spolja upisane kružnice, od kojih jedna dodiruje hipotenuzu AB, a druga katetu BC -med̄usobno
jednaka.

53. Dokazati da kružnica opisana oko trougla polovi duži koje spajaju centar upisane sa centrima
spolja upisanih kružnica.

54. Kružnica sa centrom O na osnovici AC jednakokrakog trougla ABC dodiruje krake trougla.
Povučena je tangenta kružnice koja siječe krake AB i BC redom u tačkama M i N . Dokazati da
su trouglovi AMO, MON i NOC med̄usobno slični.

55. Dokazati da je trapez tangentan ako i samo ako se kružnice konstruisane nad njegovim
bočnim stranicama kao nad prečnicima dodiruju.

56. Dvije kružnice se dodiruju spolja. Dokazati da je četverougao čija su tjemena tačke dodira
zajedničkih spoljašnjih tangenti te dvije kružnice tangentan.

57. Dokazati da su duži odred̄ene tačkama dodira naspremnih stranica tangentnog četverougla i
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njemu upisane kružnice podudarne ako i samo ako su u tom četverouglu podudarna dva naspramna
ugla.

58. Ako neka kružnica dodiruje produžetke stranica konveksnog četverougla, tada je razlika
jednog para naspramnih stranica tog četverougla jednaka razlici drugog para naspramnih stranica.

59. Konveksan četverougao ima osobinu da postoji kružnica koja dodiruje njegove stranice
(upisana kružnica) i postoji kružnica koja dodiruje produžetke njegovih stranica. Dokazati da su
dijagonale toga četverougla uzajamno normalne.

60. Duž AB je prečnik kružnice k. Neka je k1 kružnica sa centrom u tački A koja siječe kružnicu
k u tačkama C i D. Neka je M proizvoljna tačka kružnice k1, a N , P i Q redom druge tačke
presjeka pravihMB,MC iMD sa kružnicom k. Dokazati da je četverougaoMPBQ paralelogram.
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Euklidska geometrija 2

1. Za dva trougla kažemo da su slična akko... Nabrojati četri stava o sličnosti trouglova!
O čemu moramo voditi računa kada se pozivamo na sličnost SSU?

2. Kako glasi treći potreban i dovoljan uslov da bi četverougao bio tetivni (AS · CS = ...,
gdje je S...).

3. Ugao izmed̄u tangente i tetive jednak je peri...
4. Talesova teorema glasi: Neka su... (vidi sliku)... Ako su a i a′ dvije med̄usobno

paralelne prave tada vrijedi
SP

SP ′ =
�
� =

PQ

� .

5. Poljedica talesove teoreme:
SP

SQ
=

�
� ,

SP ′

PP ′ =
�
� ,

SP

PP ′ =
�
� i

SP ′

P ′Q′ =
�
� .

6. Obrat Talesove teoreme glasi:
SP

SP ′ =
�
� =

PQ

� ⇒ a‖a′.
7. Neka je prava p(P, T ) tangenta na krug k. U kakvom su odnosu duži PT, PA i PB sa

slike ispod?

8. Neka su date dvije prave koje se sijeku u tački S i koje sijeku krug k u tačkama A, B,
C i D. U kakvom su odnosu duži SA, SB, SC i SD sa slike ispod?
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Konstruktivni zadaci

Uvod

Svaki konstruktivni zadatak ima četri dijela:
1. Analiza
2. Konstrukcija
3. Dokaz
4. Diskusija

U analizi pretpostavimo da je zadatak riješen, i na osnovu slike (skice) rješenja, logičkim
razmǐsljanjem (i po potrebi dodavanjem nekih novih elemenata skici, kao što su tačka, prava i slično),
dolazimo do ideje šta možemo konstruisati od datih elemenata u zadatku. U analizi ne objašnjavamo
kako se šta može konstruisati, nego samo kosultira šta se može konstruisati i na osnovu čega.

U konstrukciji pravimo niz od jasnih i nedvosmislenih koraka šta i kojim redom trebamo
konstruisati da bismo od datih elemenata u zadatku došli do rješenja. Konstrukciju možemo tumačiti i
kao Algoritam u kome su ulaz dati elementi zadatka a izlaz rješenje zadatka.

U dokazu dokazujemo one tvrdnje na koje smo se pozvali u Analizi a koje nismo tamo dokazali.
Generalno u dokazu treba da se nalazi rečenica šta se treba dokazati, i dati dokaz toga.

U diskusiji (determinizaciji) razmatramo broj rješenja u odnosu na položaj datih elemenata.

Konstrukcija trougla

1. Konstruisati trougao �ABC ako su dati uglovi α, β i njegov obim.

2. Konstruisati trougao �ABC ako su date tačke P , Q i R koje su podnožja visina datog trougla.

3. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati stranica a, ugao β i duž b− c.

4. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati visine ha i hc, i težǐsna linija ta.

5. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati stranica a, težǐsnica ta i visina ha.

6. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati stranica c, duž a− b i ugao α− β.

7. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati stranica a, visina ha i ugao α.

8. Konstruisati trougao �ABC ako je dato AM = ta i poluprečnici R1 i R2 kružnica opisanih oko
trouglova �ABM i �ACM .

9. Konstruisati raznostranični trougao �ABC ako su pozati stranica b, visina hc (koja odgovara
stranici c) i zbir a+ c.

10. Date su tri konkurentne prave i na jednoj od njih tačka A. Konstruisati trougao �ABC, tako da
njegove težǐsne linije leže na datim pravama.

Napomena. Konkurentne prave su prave koje prolaze kroz jednu tačku.

11. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati stranica a, ugao α i poluprečnik kružnice r upisane u
taj trougao.

12. Konstruisati trougao �ABC ako su mu dati stranica a, duž b+ c i ugao β − γ.

13. Konstruisati trougao �ABC ako su date tri tačke P , Q i R koje su u odnosu na stranice trougla
simetrične centru opisane kružnice trougla.
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14. Konstruisati trougao �ABC ako su date tri tačke P , Q i R koje su u odnosu na stranice trougla
simetrične ortocentru trougla.

Konstrukcija četverougla

15. Konstruisati kvadrat ako je dato jedno tjeme i po jedna tačka na stranicama koje ne sadrže to
tjeme.

16. Date su tačke A, M i N . Konstruisati paralelogram �ABCD, tako da je M sredina stranice BC,
a N sredina stranice CD.

17. Konstruisati kvadrat ako dat njegov centar opisane kružnice i dvije tačke koje pripadaju nekim od
njegovih stranica.

Konstrukcija tačke

18. U unutrašnjosti datog trougla odrediti tačku iz koje se sve tri stranice trougla vide pod
podudarnim uglovima.

19. Dat je trougao �ABC. Konstruisati tačke dodira spolja upisanih kružnica sa stranicama trougla
ne odred̄ujući centre i poluprečnike tih kružnica.

20. Na datoj kružnici k date su tačke A i B. Konstruisati tačku X kružnice k, tako da je
AX + BX = d, gdje je d data duž.

21. Na datoj kružnici k date su tačke A i B. Konstruisati tačku X kružnice k, tako da je
AX − BX = d, gdje je d data duž.

Konstrukcija prave

22. Konstruisati vanjsku zajedničku tangentu dvijema datim kružnicama.

23. Konstruisati unutrašnju zajedničku tangentu dvijema datim kružnicama.

24. Date su podudarne kružnice k1 i k2, i tačka T . Kroz tačku T konstruisati pravu na kojoj date
kružnice odsjecaju podudarne tetive.

25. Kroz datu tačku konstruisati pravu koja siječe datu kružnicu pod datim uglom.

Napomena. Ugao izmed̄u prave i kruga je ugao kojeg zaklapa data prava sa tangentom koja je
povučena u tački presjeka prave i kruga.

26. Kroz datu tačku konstruisati pravu na kojoj data kružnica odsjeca tetivu podudarnu datoj duži.

27. Konstruisati pravu koja siječe dvije date kružnice pod datim uglom.
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Razni zadaci

28. Konstruisati luk kružnice (l) čiji su krajevi date tačke A i B, i kome su periferiski uglovi jednaki
datom uglu α.

29. Konstruisati trougao �ABC ako su date stranice a i b, i zna se da je α = 3β.

30. Date su tačke A, B i C. Konstruisati kroz tačku C pravu, tako da su tačke A i B podjednako
udaljene od te prave.

31. Date su tri nekolinearne tačke A, B i C. Konstruisati dvije podudarne kružnice sa centrima u A i
B, tako da tačka C pripada njihovoj zajedničkoj tangenti.

32. Date su tačke A i B, i kružnica k. Konstruisati paralelne prave a i b kroz tačke A i B redom, tako
da kružnica k odsjeca na njima podudarne tetive.

33. Data je kružnica i u njenoj unutrašnjosti tačke P i Q. Upisati u tu kružnicu pravougli trougao
čija jedna kateta sadrži tačku P , a druga tačku Q.

34. Date su tačke P i Q, kružnica k i prava l. Konstruisati kružnicu koja prolazi kroz tačke P i Q i
koja siječe kružnicu k u tačkama A i B, tako da je p(A,B)||l.

35. Konstruisati trougao �ABC ako su dati visina hc, težǐsnica tc i poluprečnik opisane kružnice R.

36. U dati kvadrat upisati drugi kvadrat tako da mu dužine stranica odgovaraju veličini neke date
duži.

37. Konstruisati trougao �ABC ako su dati stranica a, ugao β i poluprečnik upisane kružnice r.

38. Konstruisati trougao �ABC ako su date tačke P , Q i R u kojima visina, simetrala ugla i težǐsna
linija iz tjemena C sijeku kružnicu opisanu oko trougla.

39. Konstruisati pravu koja prolazi kroz datu tačku i od datog ugla odsjeca trougao datog obima.

40. Date su tri tačke. Konstruisati paralelogram, tako da se sredine tri njegove stranice poklapaju sa
datim tačkama.

41. Kroz datu tačku u ravni datog paralelograma povući pravu koja dijeli taj paralelogram na dva
podudarna dijela.

Zadaci za vježbu

42. Date su tačke A, B, C i duž d. Kroz tačku A konstruisati pravu, tako da zbir rastojanja tačaka B
i C od te prave bude jednak duži d.

43. Date su tri konkurentne prave i na jednoj od njih tačka A. Konstruisati trougao �ABC, tako da
njegove visine leže na datim pravama.

44. Date su tri konkurentne prave i na jednoj od njih tačka A. Konstruisati trougao �ABC, tako da
njegove simetrale uglova leže na datim pravama.

45. U dati kvadrat upisati drugi kvadrat, tako da prava odred̄ena jednom stranicom toga kvadrata
prolazi kroz datu tačku.

46. Konstruisati kvadrat ako je data po jedna tačka na svakoj od njegovih stranica ili na njihovim
produžecima.

47. Date su kružnice k1 i k2 i duži d1 i d2. Konstruisati pravu koja siječe kružnicu k1 u tačkama A1 i
B1 i kružnicu k2 u tačkama A2 i B2, tako da je A1B1 = d1 i A2B2 = d2.
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48. Na datoj kružnici konstruisati tačku, tako za koju je razlika rastojanja dvije date prave jednaka
datoj duži.

49. Konstruisati trougao ako je dato:
(a) ha, 2p, r;

(p je poluobim trougla, r poluprečnik upisane kružnice)
(b) α, ra, b+ c− a;
(c) 2p, r, ra;

(ra je poluprečnik spolja upisane kružnice koja dodiruje stranicu a i prave koje sadrže stranice b i c);
(d) a, r, ra;
(e) r, ra, b− c;
(f) rb, rc, β − γ;
(g) a, rb, rc;
(h) rb, rc, b+ c;
(i) c, r, rc;
(j) c, γ, α− β;
(k) hc, tc, α− β;

50. Konstruisati trougao ako su dati elementi:
(d) b− c, r, β − γ;
(d) a, r, b− c;

Zadaci su skinuti sa stranice pf.unze.ba\nabokov.
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com.
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Apolonijev problem

Apolonijev problem može se podjeliti u deset zasebnih problema:

1. Konstrukcija kružnice kroz tri date tačke.

2. Konstrukcija kružnice kroz dvije date tačke koja dodiruje datu pravu.
3. Konstrukcija kružnice kroz dvije date tačke koja dodiruje datu kružnicu.
4. Konstrukcija kružnice kroz datu tačku koja dodiruje dvije date prave.

5. Konstrukcija kružnice koja prolazi kroz datu tačku i dodiruje datu pravu i datu
kružnicu.

6. Konstrukcija kružnice koja prolazi kroz datu tačku i dodiruje dvije date kružnice.
7. Konstrukcija kružnice koja dodiruje tri date prave.

8. Konstrukcija kružnice koja dodiruje dvije date prave i datu kružnicu.
9. Konstrukcija kružnice koja dodiruje dvije date kružnice i datu pravu.
10. Konstrukcija kružnice koja dodiruje tri date kružnice.

U analizi i konstrukciji Apolonijevog problema koristimo sljedeće oznake:
A, B, C date tačke.
k1, k2, k3 date kružnice.
t1, t2, t3 date prave.
T1, T2, T3,... dodirne tačke tangenti na kružnice.
k, k̄, ¯̄k,... tražene kružnice.
E, F , G,... dodirne tačke kružnica.
L, M , N , U , V , Z,... dodirne tačke kružnice i prave.
P , Q, R, S, H, T ,... presječne tačke pravih.
k′, k′′, k′′′,... pomočne kružnice.

Napomena: 5. Apolonijev problem se svodi na 2. Apolonijev problem. 6. Apolonijev
problem se svodi na 3. Apolonijev problem. 8. Apolonijev problem sesvodi na 4. Apolonijev
problem. 9. Apolonijev problem se svodi na 5. Apolonijev problem. 10. Apolonijev problem
se svodi na 6. Apolonijev problem.

273

Urad̄eni zadaci

1. Konstruisati kružnicu kroz tri date tačke.

2. Konstruisati kružnice kroz dvije date tačke koja dodiruje datu pravu.

3. Konstruisati kružnicu kroz dvije date tačke koja dodiruje datu kružnicu.

4. Konstruisati kružnicu kroz datu tačku koja dodiruje dvije date prave.

5. Konstruisati kružnicu koja prolazi kroz datu tačku i dodiruje datu pravu i datu kružnicu.

6. Konstruisati kružnicu koja prolazi kroz datu tačku i dodiruje dvije date kružnice.

7. Konstruisati kružnicu koja dodiruje tri date prave.

8. Konstruisati kružnicu koja dodiruje dvije date prave i datu kružnicu.

9. Konstruisati kružnicu koja dodiruje dvije date kružnice i datu pravu.

10. Konstruisati kružnicu koja dodiruje tri date kružnice.

11. Konstruisati kružnicu koja dodiruje datu kružnicu i datu pravu u datoj tački te prave.

12. Date su prave p i q, p ⊥ q i data je tačka A takva da A �∈ p i A �∈ q. Konstruisati
kružnicu koja prolazi kroz datu tačku A i dodiruje dvije date prave p i q.

13.

Dati je krug k1(O1, r1), prava t i tačka A. Konstrisati krug k
koji će prolaziti kroz tačku A, dodirivati krug k1 i pravu t kao na
skici.

14.

Dati su krugovi k1(O1, r1) i k2(O2, r2), (r1 < r2) i tačka A. Konstrisati
krug k koji će prolaziti kroz tačku A i dodirivati krugove k1 i k2 kao na skici:

Zadaci za vježbu

15. Konstruisati kružnicu koja dodiruje datu kružnicu i datu pravu u datoj tački te prave.

16. Konstruisati kružnicu koja dodiruje datu pravu i datu kružnicu u datoj tački te
kružnice.

17. Konstruisati kružnicu kroz datu tačku koja dodiruje datu pravu u datoj tački.

18. Konstruisati kružnicu koja dodiruje dvije date prave od kojih jednu u datoj tački.

19. Konstruisati kružnicu kroz datu tačku koja dodiruje datu kružnicu u datoj tački.

20. Konstruisati kružnicu koja dodiruje datu pravu i dvije date kružnice jednakih
poluprečnika.

21. Konstruisati kružnicu datog poluprečnika koja prolazi kroz dvije date tačke.
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22. Konstruisati kružnicu datog poluprečnika koja dodiruje datu pravu i prolazi kroz datu
tačku.

23. Konstruisati kružnicu datog poluprečnika koja dodiruje datu kružnicu i prolazi kroz
datu tačku.

24. Konstruisati kružnicu datog poluprečnika koja dodiruje date prave.

25. Konstruisati kružnicu datog poluprečnika koja dodiruje datu kružnicu i datu pravu.

26. Konstruisati kružnicu datog poluprečnika koja dodiruje dvije date kružnice.
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(Ova stranica je ostavljena prazna)
(Sveska je skinuta sa stranice pf.unze.ba\nabokov)
(Za uo ene greške pisati na infoarrt@gmail.com)
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Univerzitet u Zenici
Pedagoški fakultet
Odsjek: Matematika i informatika
Zenica, 10.07.2012.

Pismeni ispit iz predmeta Euklidska geometrija II

Zadatak br. 1
(20%) a) Neka je �ABCD raznostraničan četverougao čije se dijagonale d1 i d2 sijeku pod

pravim uglom. Polazeći isključivo od površine pravouglog trougla (P = a·b
2 , a i b su katete) izvesti

formulu za površinu P = d1 · d2

2 datog četverougla.

(20%) b) Neka je �PQR dati raznostraničan trougao sa uglom ϕ kod vrha P (�QPR = ϕ).
Polazeći isključivo od površine pravouglog trougla (P = a·b

2 , a i b su katete) i definicije
trigonometriskih funkcija, izvesti formulu za površinu P = r · q

2 sinϕ datog trougla.

(60%) c) Visina iz vrha A trougla �ABC presjeca stranicu BC u tački D. Krug koji dodiruje
stranicu BC u tački D, presjeca stranicu AB u tačkama M i N, a stranicu AC u tačkama P i Q.
Dokazati da vrijedi jednakost AD2 + AM · AN = AB(AM + AN).

Zadatak br. 2
(40%) a) Dat je krug k(I, r) i date su dvije tačke u unutrašnjoj oblasti kruga. U dati krug

upisati pravougaonik čije stranice prolaze kroz dvije date tačke. Analizirati oba slučaja: kada date
tačke pripadaju naspremnim stranicama i kada date tačke pripadaju susjednim stranicama.

(60%) b) Date su paralelne prave a i b, tačka M između njih i prava c koja nije paralelna ni sa
a, ni sa b. Konstruisati jednakokraki trougao �MAB, sa osnovicom AB, tako da A ∈ a, B ∈ b i
p(A, B)‖c.

Zadatak br. 3
(20%) a) Za dva data kruga konstruisati unutrašnju zajedničku tangentu. (Detaljno sprovesti

samo Analizu. Konstrukciju, Dokaz i Diskusiju možete uraditi, ali bodovati će se samo Analiza.)
(20%) b) Dat je krug k1(O1, r1) i u njegovoj unutrašnjosti krug k2(O2, r2) takav da dodiruje

krug k1 u tački P . Dokazati da su tačke O1, O2 i P kolinearne.
(60%) c)
Dati je krug k(O, r), tačka A i prava t. Konstruisati

krug k̄(Ō, r̄) koji prolazi kroz tačku A i dodiruje krugove
k i pravu t kao na skici. (Detaljno sprovesti samo Anal-
izu. Konstrukciju, Dokaz i Diskusiju možete uraditi, ali
bodovati će se samo Analiza.)
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Zadaci su skinuti sa stranice pf.unze.ba/nabokov.
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com

310



311 312



313 314



315 316



317 318



319

Univerzitet u Zenici
Pedagoški fakultet
Odsjek: Matematika i informatika
Zenica, 24.07.2012.

Pismeni ispit iz predmeta Euklidska geometrija II

Zadatak br. 1
(20%) a) Dat je raznostraničan trougao �ABC, i neka je �EFG trougao čija su tjemena

podnožja simetrala unutrašnjih uglova trougla �ABC, gdje je E ∈ AB. Dokazati da je BF

FC
= AB

AC
.

(20%) b) Raznostraničan trougao �ABC, ima dužine stranica a, b i c. Neka je �EFG trougao
čija su tjemena podnožja simetrala unutrašnjih uglova trougla �ABC, gdje je E ∈ AB. Znamo da
simetrala unutrašnjeg ugla u trouglu dijeli naspremnu stranicu u omjeru druge dvije stranice, pa
imamo AE

BE
= AC

BC
. Iskoristiti ovu jednakost i pokazati da je BE = ac

a + b
.

(60%) c) Neka je �ABC raznostraničan trougao i neka je �EFG trougao čija su tjemena
podnožja simetrala unutrašnjih uglova trougla �ABC, gdje je E ∈ AB. Dokazati da
P�AEG = P�ABC · bc

(a + b)(a + c) .

Zadatak br. 2
(30%) a) Kroz tačku C pravouglog trougla �ABC konstruisati pravu koja će trougao podijeliti

na dva dijela tako da su površine dobijenih dijelova jednaki.
(70%) b) Kroz datu tačku konstruisati pravu na kojoj dati krug odsjeca tetivu podudarnu datoj

duži.

Zadatak br. 3
(20%) a) Konstruisati luk kruga (l) čiji su krajevi date tačke A i B, i kome su periferiski uglovi

jednaki datom uglu α. (Detaljno sprovesti samo Analizu. Konstrukciju, Dokaz i Diskusiju možete
uraditi, ali bodovati će se samo Analiza.)

(20%) Date su tri nekolinearne tačke A, B i C. Konstruisati dva podudarna kruga sa centrima
u A i B, tako da tačka C pripada njihovoj zajedničkoj tangenti. (Detaljno sprovesti samo Analizu.
Konstrukciju, Dokaz i Diskusiju možete uraditi, ali bodovati će se samo Analiza.)

(60%) c)
Dati su krugovi k1(O1, r1) i k2(O2, r2), (r1 < r2) i tačka A. Konstrisati krug

k koji će prolaziti kroz tačku A i dodirivati krugove k1 i k2 kao na skici. (De-
taljno sprovesti samo Analizu. Konstrukciju, Dokaz i Diskusiju možete uraditi, ali
bodovati će se samo Analiza.)
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Zadaci su skinuti sa stranice pf.unze.ba/nabokov.
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com
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Univerzitet u Zenici
Pedagoški fakultet
Odsjek: Matematika i informatika
Zenica, 10.09.2012.

Pismeni ispit iz predmeta Euklidska geometrija II

Zadatak br. 1
(20%) a) Neka je �PQR dati raznostraničan trougao sa uglom ϕ kod vrha P (�QPR = ϕ).

Polazeći isključivo od površine pravouglog trougla (P = a·b
2 , a i b su katete) i definicije

trigonometriskih funkcija, izvesti formulu za površinu P = r · q

2 sinϕ datog trougla.

(20%) b) Dat je jednakokraki trougao �ABC sa osnovicom BC tako da je ugao �BAC > 50◦.
Na osnovici BC data je tačka M takva da je ugao �BAM = 50◦, a na kraku AC tačka N takva da
je AM ∼= AN . Koliki je ugao �CMN .

(60%) c) Dat je četverougao �ABCD. Konstruisan je paralelogram �DBCM. Dokazati da je
površina trougla �ACM jednaka površini datog četverougla �ABCD.

Zadatak br. 2
(40%) a) Date su tačke A, M i N . Konstruisati paralelogram �ABCD, tako da je M sredina

stranice BC, a N sredina stranice CD.
(60%) b) Dat je �ABC. Konstruisati pravu p paralelnu stranici AB, tako da bude

AD + EB = DE, gdje je D tačka presjeka tražene prave p sa AC, a E presječna tačka prave p sa
stranicom BC datog trougla.

Zadatak br. 3
(20%) a) Neka je I centar upisanog kruga �ABC, (AB < BC), tačka S centar opisanog kruga

k oko trougla �ABC i tačka M sredina stranice AC. Ako su P i N tačke dobijene presjekom prave
p(M, S) i kruga k (gdje su tačke B i N sa jedne strane, a tačka P sa druge strane prave p(A, C)),
dokazati da je �BNI pravougli trougao.

(20%) b) Dat je krug i u njegovoj unutrašnjosti tačke P i Q. Upisati u taj krug pravougli
trougao čija jedna kateta sadrži tačku P, a druga tačku Q. (Detaljno sprovesti samo Analizu.
Konstrukciju, Dokaz i Diskusiju možete uraditi, ali bodovati će se samo Analiza.)

(60%) c) Dati je krug k1(S1, r1), prava t i tačka T ∈ t. Konstruisati krug k(S, r) koji dodiruje
krug k i koji dodiruje pravu t u tački T. (Detaljno sprovesti samo Analizu. Konstrukciju, Dokaz i
Diskusiju možete uraditi, ali bodovati će se samo Analiza.)
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Zadaci su skinuti sa stranice pf.unze.ba/nabokov.
Za uočene greške pisati na infoarrt@gmail.com
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